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Povzetek

V zadnjih letih se je močno razvila teorija vidljivosti. Objektom v ravnini ali prostoru priredimo tako imenovan graf vidljivosti, v katerem so vozlišča objekti, povezava med izbranima objektoma pa obstaja, če eden "vidi" drugega.

V prispevku opišemo nekatere znane modele vidljivosti in navedemo primere za njihovo uporabo. Nato prikažemo, da je mogoče razviti teorijo vidljivosti popolnoma v okviru teorije grafov: model vidljivosti na grafih ima naslednje komponente:

(1) Graf G, v katerem modeliramo vidljivost.

(2) Množica podgrafov (={(i(G, i=1,2,…,s}. Vsak graf predstavlja smer gledanja.
(3) W(((V(G)) družina dopustnih množic vozlišč grafa G.
Model vidljivosti (G,(,W) lahko uporabimo za reprezentacijo grafa X na naslednji način:

(a) Izberemo V ={U1,U2,…,Un}(W, pri čemer je Ui(Uj =( za i(j.
(b) Dve vozlišči Ui in Uj sta sosednji v X natanko tedaj, ko obstajata u(Ui in v(Uj ter najkrajša pot u=w0,w1,…,wp=v po grafu G z lastnostmi:
· Obstaja a, da so vse povezave w0 w1,w1 w2,…,wp-1 wp v E((a).
· Za vsak k({1,…,n} je presek Uk({w1,…,wp-1 } prazen.
Nov model vidljivosti na grafih je po modelski moči vsaj tako dober, kot katerikoli drugi že vpeljani model vidljivosti, saj je mogoče v njem izraziti vse znane modele, ima pa to prednost, da je končen.

Summary
MODELLING VISIBILITY IN THE SPACE AND APPLICATIONS - In the last few years there has been an increasing interest in visibility representations of graphs. In such a representation the vertices of a graph are modeled by disjoint objects in the space and two vertices are connected by an edge if and only if the corresponding objects "see" each other. In this article we describe some known visibility models with applications in various fields. We show that it is possible to develop the visibility theory within graph theory entirely: we present a graph visibility model and show how to represent other known visibility models with the graph visibility model. The new model is thus as strong as any other known model, but its main  advantage compared to other models  is that it is finite. 
UVOD

Graf je urejeni par G=(V,E), kjer sta V in E(V(2) končni neprazni množici; množico V imenujemo množica vozlišč, množico E pa množica povezav grafa G. Pravimo, da sta vozlišči u in v sosednji, če je uv povezava iz E. Grafe uporabljamo na različnih področjih, npr. v kemiji za predstavitev molekul, v elektrotehniki pri načrtovanju vezij, za predstavitev cestnih omrežij… Pri tem ponavadi graf predstavimo v ravnini ali prostoru na tak način, da so vozlišča točke v prostoru ali ravnini, povezave pa krivulje, ki povezujejo ustrezne točke.

Ena od predstavitev grafov v ravnini ali prostoru je tudi t.i. vidljivostna predstavitev, kjer vozlišča predstavimo z disjunktnimi objekti v ravnini ali prostoru, povezava med dvema objektoma pa obstaja, če eden "vidi" drugega. Predstavitev, pri kateri dva objekta, ki se vidita, nista nujno tudi povezana, imenujemo šibka vidljivostna predstavitev. Spodaj bomo opisali nekaj najpogosteje uporabljanih vidljivostnih predstavitev in kasneje navedli tudi  primere uporabe.

1.1. Segmentna vidljivost

Vozlišča grafa predstavimo z vodoravnimi segmenti v ravnini in med dvema segmentoma je povezava, če obstaja navpičen segment, ki seka notranjosti obeh segmentov in ne seka nobenega drugega vodoravnega segmenta. Ker se pri takšni predstavitvi grafov nobeni dve povezavi ne sekata, je jasno, da takšno predstavitev dovoljujejo le ravninski grafi. Ne dovoljujejo pa vsi ravninski grafi takšne predstavitve. Odločitev, ali lahko graf predstavimo s segmentno vidljivostjo je namreč NP-poln problem, glej [2]. Imenujmo (-segmentno vidljivost segmentno vidljivost pri kateri se dva vodoravna segmenta vidita, če obstaja nedegeneriran pravokotnik, ki seka oba segmenta in nobenega drugega. Za (-segmentno vidljivost je znana popolna karaterizacija grafov, ki jih lahko predstavimo na tak način. To so vsi  ravninski grafi, pri katerih je mogoča vložitev z vsemi razpadnimi točkami na istem licu; takšno predstavitev lahko najdemo v linearnem času glede na število točk grafa [17], [19]. 

Posplošitev segmentne vidljivosti je model unije segmentov, kjer vsako vozlišče predstavimo z unijo kolinearnih segmentov v ravnini, smer gledanja pa je pravokotna na segmente.

Izrek 1: Vsak graf je predstavljiv v modelu unije segmentov.

[image: image1.wmf]Dokaz. Z incidenčno matriko grafa [18]. Povezave grafa označimo z e1,e2,…,em. Vozlišče grafa vi bomo predstavili z unijo segmentov na višini i. Povezavi ek=(vi,vj) ustrezata zaprta intervala s krajišči (k-1,i) in (k,i) ter (k-1,j) in (k,j). Očitno se vidijo natanko tiste točke, ki so povezane v grafu. Primer takšne predstavitve je na sliki 1.  (
Slika 1: Predstavitev grafa z unijo segmentov s pomočjo incidenčne matrike grafa

Pri tem se postavi vprašanje, kako oštevilčiti povezave, da bo skupno število segmentov čim manjše. Kolikor nam je znano, je ta problem še nerešen. Seveda bi bilo mogoče v tem modelu zahtevati, da so vsi segmenti enako dolgi. Govorimo lahko o modelu unije enotskih segmentov. Brez težav se prepričamo, da dolžina enotskih segmentov ne igra nobene vloge. Izjema so segmenti dolžine 0. Tak degeneriran model je ekvivalenten modelu enotskih  segmentih komponent, pri katerih zahtevamo, da so komponente na različnih ravneh bodisi disjunknte, bodisi popolnoma prekrite, le delnega zamika sgementov ne dovoljujemo. Takemu modelu pravimo model unije enotskih segmentov brez delnega prekrivanja. Na tak način dobimo več različnih modelov vidljivosti, ki pa so vsi univerzalni, to pomeni, da je mogoče v vsakem od njih realizirati poljuben končni graf. 

Dvorazsežna vidljivost s pravokotniki

Graf predstavimo v ravnini na naslednji način: vozlišča grafa so pravokotniki v ravnini, ki imajo stranice vzporedne z osjo x ali y, med dvema pravokotnikoma pa je povezava, če ju lahko povežemo z vodoravno ali navpično črto (pravokotnikom za (-vidljivost), ki ne seka nobenega drugega pravokotnika. Takšna predstavitev grafa je praktična pri risanju grafov, kjer vsako vozlišče nosi še kakšno dodatno informacijo in jo lahko zapišemo kar v pravokotnik.  Na spodnji sliki je primer pravokotniške vidljivostne predstavitve K8  iz [7].
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Slika 2: Pravokotniška vidljivostna predstavitev K8
Popolna karakterizacija grafov, ki jih lahko predstavimo s pravokotniško vidljivostjo še ni znana, je pa za več družin grafov znano, ali jih lahko predstavimo na ta način ali ne, glej tudi [4]. V [14] obravnavajo npr. grafe debeline 2 (takšne, ki se dajo zapisati kot unija dveh ravninskih grafov), v [7] dvodelne grafe in v [8] unije in produkte dreves. Za risanje dreves je v [15] predstavljen linearen algoritem, za ravninske  grafe pa dobimo lepe risbe z algoritmi iz [11].

1.2. 3D vidljivost

Vozlišča grafa predstavimo s pravokotniki v prostoru, ki ležijo na ravninah vzporednih ravnini (xy) in imajo stranice vzporedne z osema x oz. y. Dva pravokotnika se vidita, če ju lahko povežemo z daljico v smeri osi z, ki ne seka nobenega drugega pravokotnika. S 3D vidljivostjo enostavno predstavimo polne dvodelne grafe [5]. Večina člankov iz tega področja se ukvarja s predstavitvijo polnih grafov. Znano je na primer, da lahko s 3D vidljivostjo predstavimo poln graf na 22 vozliščih - K22. Ne moremo pa na ta način predstaviti nobenega polnega grafa, ki ima več kot 56 vozlišč [5]. Na sliki 3 levo je 3D vidljivostna predstavitev polnega grafa K6 iz [10]. 
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Slika 3: 3D vidljivostna in polarna predstavitev grafa K6

Pravokotnike v [9] zamenjajo s krogi in pokažejo, da lahko na ta način predstavijo vsak poln graf. V [3] pa pravokotnike zamenjajo s poljubnimi mnogokotniki in pokažejo, da lahko vsak poln graf predstavimo v 3D z mnogokotniki, ki imajo dovolj stranic. V [1] pokažejo celo, da lahko poljuben graf na n točkah predstavimo v 3D s pravilnimi mnogokotniki, ki imajo 2n stranic.

1.3. Drugi modeli vidljivosti

Polarna vidljivost je različica segmentne vidljivosti. Vozlišča grafa predstavimo s koncentričnimi loki, dve vozlišči sta sosednji, če se vidita radialno, lahko tudi skozi središče. Več o polarni vidljivosti najdemo v [12], [13], od koder je tudi primer na sliki 3 desno.

Predstavitev s škatlami [10] je trirazsežen model predstavljivosti, v katerem so vozlišča kvadri, ki imajo stranice vzporedne koordinatnim osem, gledanje pa je po "debelih" vzprednicah koordinatnim osem. Tega in še nekatere druge modele je mogoče preprosto posplošiti   v več dimenzij [6], nekatere dvorazsežne modele pa je mogoče iz ravnine prenesti na razne ploskve, npr. na torus [16].

2. MODEL GRAFA VIDLJIVOSTI

Model vidljivosti na grafih ima naslednje komponente:

(1) Graf G, v katerem modeliramo vidljivost.

(2) Množica podgrafov (={(i(G, i=1,2,…,s}. Vsak graf predstavlja smer gledanja.
(3) W(((V(G)) družina dopustnih množic vozlišč grafa G.
Model vidljivosti (G,(,W) lahko uporabimo za reprezentacijo grafa X na naslednji način:

(a) Izberemo V ={U1,U2,…,Un}(W, pri čemer je Ui(Uj =( za i(j.
(b) Dve vozlišči Ui in Uj sta sosednji v X natanko tedaj, ko obstajata u(Ui in v(Uj ter najkrajša pot u=w0,w1,…,wp=v po grafu G z lastnostmi:
· Obstaja a, da so vse povezave w0 w1,w1 w2,…,wp-1 wp v E((a).
· Za vsak k({1,…,n} je presek Uk({w1,…,wp-1 } prazen.
Izrek 2: Vsak graf lahko predstavimo v nekem modelu vidljivosti na grafih.

Dokaz. Naj bo X=(V,E) poljuben graf. Potem ga očitno lahko predstavimo v modelu vidljivosti  (X,E,V).                                                                           (
Potrebovali bomo še nekaj oznak. S Pn označimo pot na n točkah, z En pa prazen graf na n točkah, t.j. graf z n točkami in brez povezav. Z G1(G2 bomo označili kartezični produkt grafov G1 in G2.

Izrek 3: Graf X je predstavljiv s segmentno vidljivostjo natanko tedaj, ko obstaja tak n(0, da je X predstavljiv v modelu (Pn(Pn,Pn(En,W), kjer je W={U(r,smin,smax); 1(r,smin,smax ( n} in U(r,smin,smax)={(r,s);  smin( s( smax}.

Dokaz.   Naj bo X predstavljiv s segmentno vidljivostjo. Predstavitev lahko normaliziramo: segmente od najnižjega do najvišjega postavimo na višino i=1,2,…. Krajišča segmentov in presečišča segmentov z navpičnimi daljicami (povezavami) nato uredimo po naraščajoči koordinati x in nato krajišča ali presečišča, ki imajo x koordinato j-to po vrsti premaknemo vodoravno, do j.  Vozlišču, ki mu ustreza segment s krajiščema (i, j) in (k, j)  v segmentni predstavitvi, v modelu vidljivosti na grafih ustreza množica vozlišč U(j,i,k).  Ker smo pri premiku krajišč upoštevali tudi presečišča s povezavami, bo med dvema vozliščema, ki sta povezana v segmentni vidljivosti, prosta tudi najkrajša pot v modelu vidljivosti na grafih. Obratno, množici U(j,i,k)v modelu vidljivosti na grafih priredimo v segmentni vidljivosti segment s krajiščema  (i, j) in (k, j).  (
Z naslednjim modelom razrešimo še problem ε-segmentne vidljivosti. V takem modelu namreč gledamo vzdolž "debelih" premic, kar pomeni, da se ne vidi skozi neskončno majhno špranjo med dvema segmentoma, v katerem je koordinata x desnega krajišče prvega enaka koordinati x levega krajišča drugega.  Pri tem si med drugim pomagamo s subdivizijo S(G) grafa G. Pri subdiviziji namreč v središče vsake povezave vrinemo novo vozlišče.

Izrek 4: Graf X je predstavljiv z ε-segmentno vidljivostjo natanko tedaj, ko obstaja tak n(0, da je X predstavljiv v modelu (S(Pn(Pn),P2n(En,W), kjer je  W={U(r,smin,smax); 1(r,smin,smax ( 2n-1, r lih in  smin,smax soda} in U(r,smin,smax)={(r,s);  smin( s( smax} in za En vzamemo vse lihe točke grafa Pn .

Dokaz.   Dokaz je podoben, kot pri prejšnjem izreku, ideja dokaza pa je zajeta na sliki 4: dve množici se vidita v grafovskem modelu natanko tedaj, ko med dvema istoležnima segmentoma lahko potegnemo pravokotnik, ki ne seka nobenega drugega segmenta. Obratno, iz ε-segmentne vidljivosti  dobimo grafovsko predstavitev podobno kot pri prejšnjem dokazu, le da pri normalizaciji upoštevamo še vodoravne koordinate središč pravokotnikov  in po potrebi dodamo še dodatne, da bodo središča pravokotnikov imela lihe in krajišča segmentov  sode vodoravne koordinate. (
[image: image4.wmf]
Slika 4: Predstavitev grafa P3  v subdiviziji kartezičnega produkta poti S(P5(P5).
Večdimenzionalne predstavitve, kot so 3D in predstavitev s škatlami, z našim modelom simuliramo na podoben način, kot v izrekih 3 in 4.

3. UPORABA

Vidljivost ima uporabo na številnih področjih znanosti. Najbliže so uporabe v sami matematiki oziroma računalništvu - od čiste teorije, do aplikacij pri izdelavi vezjih visoke gostote. Grafe, ki dopuščajo zapis v obliki dvorazsežne vidljivosti s pravokotniki, je mogoče razstaviti na dva ravninska grafa. Taki grafi imajo debelino največ 2. V praksi to pomeni, da jih lahko realiziramo na dveh ploskvah, npr. na zgornji in spodnji ploskvi tiskanega vezja [14]. V matematiki je vidljivostni model dober mehanizem pri risanju grafov, ki ima konkretne aplikacije v obliki organigramov in podobnih grafičnih reprezentacijah podatkov ter znanja [4]. Prav modeliranje vozlišč grafa s pravokotniki v ravnini omogoča označevanje vozlišč na tiskanih vezjih.  Ne nazadnje obstaja tesna zveza med vidljivostjo grafov in vložitivjo grafov v razne ploskve, ki s tem poseže na področje topološke teorije grafov. 3D vidljivost - pri kateri so vozlišča pravokotniki v vzporednih ravninah, smer gledanja pa je pravokotna nanje omogoča med drugim predstavitev srednje velikih Vennovih diagramov. Hitro pa lahko najdemo tudi možnost uporabe pri promentu. Na primer, na avtocestah ali v tirnem prometu ležijo običajno prometni znaki v ravninah, pravokotnih na smer gledanja: skozi sprednjo šipo. Na dovolj kratkih razdaljah so takšne ravnine brez škode za splošnost praviloma vzporedne. Možnost uporabe grafov vidljivosti so tudi v arhitekturi oz. urbanizmu, kjer je smer pogleda lahko določena pravokotno na ravnino okna. V tem primeru bi lahko govorili tudi o pozitivni vidljivosti (če ima prostor "pogled" na morje ali gore), oz. negativni vidljivosti, (če gledamo v zid, sosedu v  kopalnico, ...) Tak model bi določal potem omrežje vidljivosti (= graf z utežmi na povezavah) in bi bil vreden samostojnega prispevka.  Z grafom vidljivosti lahko modeliramo tudi koncept osvetljevanja prostora, kjer mora biti pot od posamezne točke do svetila prosta (brez senc). Isti model lahko opisuje namakalni sistem v parku, saj med virom vode in mestom namakanja ne sme biti ovir, ki bi ovirale curek vode. Na podoben način si lahko zamislimo uporabo vidljivosti pri proizvodnih procesih, kjer moramo razporejati posamezna prozivodna mesta, signalne in opozorilne naprave tako, da so izpolnjeni predpisani vidljivostni pogoji.

4. ZAKLJUČEK

V prispevku smo vpeljali popolnoma nov model vidljivosti na grafih, ki je po „modelski“ moči vsaj tako dober, kot katerikoli drugi že vpeljani model vidljivosti, saj je mogoče v njem izraziti vse znane modele. Na tem mestu smo se omejili le na tiste med njimi, ki bi utegnili biti tudi uporabni izven matematike.

Prednost našega modela je v njegovi končnosti, saj vse druge znane modele (ki vsebujejo zveznost in s tem neštevno mošnosti) reducira na kombinatorične modele (tako, kot je linearno programiranje kombinatorični problem). 
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