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Povzetek 

V članku povzamemo algoritem za računanje absolutnega centra uteženega kaktusa. Delovanje algoritma je obrazloženo s podrobnim izračunom na zgledu.

Abstract 

Linear Algorithms for Distance Related Problems on Weighted Cactus Graphs 

In this paper we recall the linear algorithm for the absolute center problem on cactus graphs and explain it by an example.

1. UVOD 
Lokacijski problemi so zaradi mnogih praktičnih aplikacij popularna tema operacijskih raziskav [1]. 

Računanje centra na (neuteženih) drevesih je sorazmerno preprosta naloga (glej npr. [4, str.224]). Tudi linearen algoritem za utežena drevesa je že dolgo znan [3]. Nedavno je bil objavljen algoritem za računanje centra na kaktusih z uteženimi povezavami in neuteženimi točkami [2]. Za splošni primer, ko dovolimo tudi uteži na točkah, je v [6] dan algoritem s časovno zahtevnostjo O(cn), kjer je n število točk, c pa število različnih uteži na točkah. (V primeru, ko je število uteži c konstantno, je algoritem linearen.)

Tudi za nezaželene centre na uteženih kaktusih obstaja O(cn) algoritem, ki se v podrobnostih precej razlikuje algoritma za centre. (Podrobnosti in dodatne reference glej v  [5,7].)

2. DEFINICIJE 

Enostaven utežen graf G = (V(G), E(G), w, () določa poljubna množica vozlišč V(G), množica povezav (parov vozlišč) E(G) in utežni funkciji w: V(G) ( ( ter (: E(G) ( (, ki vozliščem in povezavam priredita pozitivna realna števila. Uteži na povezavah običajno interpretiramo kot dolžine ustreznih povezav. V tem primeru lahko povezavo identificiramo z intervalom, in govorimo o točkah na povezavi. 

Enostaven sprehod med vozliščema grafa u in v je zaporedje vozlišč u = x0 , x1 , x2 , ... , xk = v, kjer sta poljubni dve zaporedni vozlišči povezani s povezavo,  {xi , xi+1 } ( E(G). Dolžina sprehoda je vsota dolžin povezav na sprehodu, ((P)=(i ((xi ,xi+1).  Razdalja d(u,v) med vozliščema grafa u in v je dolžina najkrajšega sprehoda med  u in v. Če med  u in v ni nobenega sprehoda, zapišemo d(u,v)=(.  Definicijo razdalje lahko na naraven način razširimo na pare točk. 

Graf je povezan, če velja d(u,v)<( za poljuben par vozlišč. Cikel je povezan graf v katerem vsako vozlišče leži na natanko dveh povezavah. Drevo je povezan graf brez ciklov. Kaktus je povezan graf, v katerem ima poljuben par ciklov največ eno skupno točko.

V članku bomo omenjali tudi dva standardna načina pregledovanja grafa, pregledovanje v širino (breadth first search, BFS) in pregledovanje v globino (depth first search, DFS). 

Podrobnosti lahko bralec najde na primer v [4].

Center grafa G je vozlišče z, v katerem je vrednost izraza


f(z) = maxx(V(G) w(x)d(z,x)
(1)

minimalna. Absolutni center grafa G je točka z, v kateri je vrednost izraza (1) minimalna. 

Stroškovna (ciljna, namenska) funkcija  f  je izbrana tako, da je maksimalna utežena razdalja do vozlišč čim manjša. To lahko na primer pomeni, da je minimiziran maksimalni dostopni čas do točk (klientov), kar je pomembno na primer pri izbiri lokacij(e) centra za nujno medicinsko pomoč. 

Če nas zanima maksimum stroškovne funkcije


F(z) = minx(V(G) w(x)d(z,x)


govorimo o nezaželjenem centru grafa G. V nasprotju s problemom centra mora biti lokacija takšne ustanove čim bolj oddaljena od danih mest (točk, uporabnikov), torej želimo maksimizirati minimalno (uteženo) razdaljo centra od mest [5,7].

3. DFS PREDSTAVITEV KAKTUSA 

Tu opuščamo podroben opis pregledovanja v širino (glej npr. [4, str.230]. Zapišemo samo nekaj ugotovitev o DFS pregledu kaktusa in vpeljemo nekaj oznak, ki jih uporabimo za opis algoritma.

V kaktusu si izberemo poljubno točko in jo proglasimo za koren kaktusa. Tako dobimo kaktus s korenom. (Koren uporabimo za začetno točko pregledovanja v globino.) Točke kaktusa označimo z  v0 , v1 , v2 , ... , vn-1  v zaporedju, kakor so bile obiskane pri pregledovanju v globino. (To zaporedje bomo imenovali DFS zaporedje točk.) Na vsakem ciklu C seveda obstaja točka,  vj , ki je prva točka cikla C v DFS zaporedju. Točka vj ima natanko enega očeta v DFS zaporedju, tako imenujemo prvo točko zaporedja, s katero je vj povezana. Točko vj imenujemo koren cikla C. Zaradi lastnosti kaktusa, da je vsaka povezava na največ enem ciklu, je vsaka točka, ki je povezana s kakšno točko, ki ima kasnejši indeks in ni njen sin v DFS zaporedju, koren enega ali več ciklov.

Utežen kaktus lahko predstavimo s tremi vektorji: Fi , Ri  in  Si  (i=0,1,...,n-1). Tu je

Fi predhodnik točke  vi  v DFS drevesu (oče točke  vi ); 
 



Ri  je koren cikla, na katerem leži  vi in 






Si  je naslednik točke Ri  na ciklu, ki vsebuje vi .

Če vi  ne leži na nobenem ciklu, potem velja  Ri = vi  in Si = vi. Usmerjena povezava  vivj je DFS-usmerjena, če je Fj = vi  ali  če je vivj povezava DFS drevesa. Algoritem za vsako povezavo e=vivj izračuna:

Ue= (Ue (1), Ue (2),..., Ue (k))

De= (De (1), De (2),..., De (k)).

Ob zaključku velja

Ue(k)=max {d(xl,xj); w(xl)=wk,  d(xl,xj)< d(xl,xi)+d(xi,xj)}

De(k)=max {d(xl,xi); w(xl)=wk,  d(xl,xi)< d(xl,xj)+d(xi,xj)} 
Po izračunu  razdalj od krajišč povezav do najbolj oddaljenih vozlišč izračunamo lego optimalne točke na vsako od povezav. Rešitev naloge na grafu izberemo med lokalnimi rešitvami na povezavah. Stroškovna funkcija g(z) na povezavi je dana z

g(z)=max x(V w(x)d(z,x)=max { ue(z),de(z)}

ue(z)=max { wk (Ue(k)+d(z,vi))  |  k=1,… c}  

de(z)=max { wk (De(k)+d(z,vi))  |  k=1,… c}  

Naš algoritem za izračun minimalne vrednosti g(z) na kaktusu sestavljajo štirje koraki. V prvem poiščemo predstavitev danega uteženega kaktusa nato v drugem za vsako točko kaktusa  izračunamo začasno vrednost Ai(k), ki predstavlja največjo razdaljo točke vi do točke z utežjo wk v podkaktusu, ki ima koren v točki  vi.  V tem koraku pregledujemo kaktus v obratnem DFS zaporedju. V tretjem koraku v DFS zaporedju izračunamo vrednosti Bi(k) ter s pomočjo le-teh še končne vrednosti Ue in De. V zadnjem koraku izračunamo minimum stroškovne funkcije na vsaki povezavi kaktusa in končno izberemo točko z minimalno vrednostjo stroškovne funkcije:

1. Poišči DFS predstavitev kaktusa G.

2. Preglej kaktus v obratnem DFS vrstnem redu in izračunaj začasne vrednosti U.

3. Preglej kaktus v DFS vrstnem redu in izračunaj končne vrednosti U in D.

4. Izračunaj minimalno vrednost na vsaki od povezav in vrni točko, v kateri je dosežena minimalna vrednost na grafu.

Opišimo korake algoritma še natančneje:

Korak 1: Prepoznavanje kaktusa

Izberimo koren grafa in izvedemo iskanje v globino (DFS). Zaradi lažjega zapisa informacij v korene ciklov na kaktusu, vsak koren cikla zamenjamo s enako uteženima povezanima točkama na razdalji =0. Dobljen graf je kaktus, v katerem je točka lahko koren največ enemu ciklu. Prav tako center dobljenega grafa sovpada s centrom prvotnega.

Korak 2: Izračun začasnih vrednosti Ai(k)
Izvršimo pregled vpetega DFS drevesa v obratnem DFS zaporedju. Začasne vrednosti Ai(k) računamo po naslednjem postopku:

Če je vi list tedaj 


Če je w(vi)=wk tedaj Ai(k)=0 sicer Ai(k)=-(
  sicer Ai(k)=max {Ai(j)(k); (Fj=vi in Rj(Ri) ali vi=vj} 

kjer so lokalne vrednosti

1. če w(vi)=wk tedaj Ai(i)(k)=0 sicer Ai(i)(k)=-(
2. za vsakega naslednika vj, za katerega vivj ni povezava cikla na G (Rj=vj in Fj=vi) izračunaj

Ai(j)(k)= Aj(k)+((vi,vj)
3. za vsakega naslednika vj, za katerega je vivj povezava cikla C grafa G vpetega v vi (Rj=vi(vj in Fj=vi) izračunaj vse razdalje d(vi,vl) na ciklu in

Ai(j)(k)= max {Al(k)+((vl,vj); Rl=Ri, Sl=Sj}
Korak 3: Izračun vrednosti Bi(k), Ue(k) in De(k)

Izvršimo pregled vpetega DFS drevesa v DFS zaporedju in izračunamo:

Če je vi koren tedaj 


če je w(vi)=wk tedaj Bi(k)=0 sicer Bi(k)=-(
  sicer 

1. za vsakega naslednika vj, za katerega vivj ni povezava cikla na G (Rj=vj in Fj=vi) izračunaj 

Bj(k)=max ({Bi(k)+ ((vi,vj)} ( { Al(k)+((vi,vj)+((vi,vl); Rl=vi(vl in Fl=vi),

Uvivj(k)= max ({Bi(k)} U { Al(k)+((vi,vl); Rl=vi(vl in Fl=vi),

kjer so vl preostali sinovi točke vi.
2. za naslednika vj, za katerega je vivj povezava cikla C grafa G vpetega v vi (Rj=vi(vj in Fj=vi) in za poljubni različni točki vl in vr na ciklu C izračunamo 

Bl(k)=max ({Bi(k)+ d(vi,vl)} ( { Ar(k)+d(ri,vl)})

Za vsako povezavo e=v(v( cikla C izračunamo
Ue(k)= max {Ar(k)+ d(vr,v(); d(vr,v()<d(vr,v()+((v(,v()}

De(k)= max {Ar(k)+ d(vr,v(); d(vr,v()<d(vr,v()+((v(,v()}
  
Na koncu upoštevamo še vpliv korena cikla na poljubno povezavo cikla:

Če je d(vr,v()<d(vr,v()+((v(,v() tedaj 

Ue(k)= max {Ue(k), Bi(k)+ d(vi,v()}.

Če je d(vr,v()<d(vr,v()+((v(,v() tedaj


De(k)= max { De(k), Bi(k)+ d(vi,v()}.

Korak 3: Izračun minimuma stroškovne funkcije g(z)

Problem izračuna minimalne vrednosti g(z) na povezavah kaktusa pretvorimo na problem absolutnega centra na poti P, ki ima največ 2c točk in jih lahko predstavimo z naslednjimi koordinatami:


V(P)={-De(k); De(k)> -(} ( {Ue(k)+d(vi,vj); Ue(k) )> -(}

Z uporabo linearnega algoritma [3] izračunamo minimalno vrednost funkcije g(z) na vsaki povezavi. Četrti korak je zaključen, ko z vseh povezav kaktusa G izberemo točko z z najmanjšo vrednostjo stroškovne funkcije g(z). Dobljena točka predstavlja absolutni center uteženega kaktusa G.

4. prIMER 

Izračunajmo center uteženega kaktusa s slike 1.
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Slika 1: Graf G, uteženi kaktus. 

1. Najprej izberemo točko, ki jo proglasimo za koren kaktusa. Potem pregledamo kaktus G v globino in označimo povezave G v vrstnem redu, kot smo jih srečali pri pregledu kaktusa (Slika 2).
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Slika 2: DFS označitev povezav grafa G.

2. Kaktus pregledamo v obratnem DFS vrstnem redu in pri tem izračunamo začasne vrednosti Ai(k) na vsaki točki grafa G.          

3. Kaktus pregledamo v DFS vrstnem redu in pri tem izračunamo prave vrednosti U in D na vsaki povezavi (Tabela 2 in Tabela 3). V našem primeru so se spremenile samo vrednosti U na povezavah h,i,j,k,l,m,n,t,u.

Tabela 2

	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i
	j
	k
	l
	m
	n
	o
	p
	r
	s
	t
	u

	k=1
	14
	12
	
	11
	6
	15
	
	7
	16
	14
	13
	3
	16
	14
	8
	5
	1
	0
	16
	11

	2
	9
	9
	
	8
	6
	10
	0
	10
	11
	9
	8
	0
	11
	9
	3
	0
	
	
	16
	11

	3
	13
	11
	
	10
	4
	14
	
	5
	15
	13
	12
	
	15
	13
	7
	4
	0
	
	11
	7

	4
	11
	9
	0
	8
	
	12
	
	
	13
	11
	10
	
	13
	11
	5
	
	5
	4
	13
	8

	5
	
	6
	
	5
	3
	
	
	3
	3
	1
	0
	
	4
	2
	
	
	
	
	13
	8


Tabela 3

	
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i
	j
	k
	l
	m
	n
	o
	p
	r
	s
	t
	u

	k=1
	9
	10
	12
	3
	11
	13
	13
	13
	0
	3
	5
	14
	
	0
	8
	11
	14
	18
	19
	4

	2
	9
	10
	9
	
	6
	8
	8
	8
	
	
	5
	9
	0
	3
	8
	11
	14
	18
	19
	

	3
	4
	5
	11
	2
	10
	12
	12
	12
	
	
	0
	13
	
	
	3
	6
	9
	13
	14
	5

	4
	
	
	9
	4
	8
	10
	10
	10
	
	
	
	11
	
	
	5
	8
	11
	15
	16
	0

	5
	6
	7
	6
	
	
	3
	3
	3
	
	0
	2
	2
	
	
	5
	8
	11
	15
	16
	


4. Izračunamo minimalno vrednost funkcije g(z) na vsaki od povezav. Center je točka

v kateri je dosežena minimalna vrednost po vseh povezavah grafa.

V našem primeru center leži na povezavi o, na razdalji 0.78 od vozlišča z utežjo 4. Vrednost stroškovne funkcije v centru je enaka 28.89.
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